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6. LINEARIS ALGEBRA

a) Kidolgozott feladatok

6.1. Legyen a* {:2,4,3 ﬂ B¥ = [ -2,3 sj = E,-s,s,ﬂ .
Végezzik el a fenti vektorokkal az alabbi miveleteket!
a) a+¢ b) a-c+b c) 2a-3b+cC
d) %<§—2g>+%g e) %—(a 2b)+—( %p_) £) —E{a—b)+c]
Megoldas:
a) 2 8 248 10
R S U R U R |
= = 3 6 346 9
-1 7 -1+7 6
b -
b) 2 8 1 2-8+1 -5 i
I R R S 4+45-2 | L 7|
a-Cc+b=l il 3-6+3 | © | @
L~1 7 5 ~1-7+5 -3
&) A 11 T8l Tal 3] el [4-348] [ 9]
) 4 -2 -5 |_| 8 |-6] |-5]_| 8+6-5 9
2a=3b+C = 2} 5 =3 3 e 1= g 9t 61T 6-946 3
-1 | {_5 L7 -2 s 7] |-2-15+7] |10
d) ,/ 27) gl 8 0
2 3.2 4 =241 3 1-5 8 -15/4
7(a-20) + 7 &=3 3‘\ RIS R B
-1 5| _7J -11 21/
0 + 6 6 6
63 - 1s/e ) ose 45| | 19/12
-2 o+ o8/20 T 12712 7| /2
—22/3 + 21/4 5/2 -25/12
_88 83
L. —d L 12 12 ] - -




- 57 -

2 S 3aaBoy .2, by 15, B, & 15 19
) &) +zCarsp)=Fa-3b+Fargh=garpa=g
2 19/3
19 4 38/3
%3 19/2
-1 -19/6 _
2 1 8 1/2 + 16/3
5| |2 -5 2 - 10/3
-1 5 7 -1/2 + 14/3
35/6
_1-4/3
®111/2
25/6

6.2. Legyenek adottak az A,B,C métrixok és aol= 1,5; /3= 2; Bﬂfz*%

skaldrok.
1 0 2 1 0 0 c 2 -2
A= -1 1 0 B= |1 2 -1 C=41 3 2
1 11 301 4 2 -1 -3
- - .
Végezzik el az aladbbi miveleteket:
a) A+B b) B-C c)'g‘H\-oCB
&) ol(A+B) -3(A+YB) &) L C-FA

Megoldas:

|

S ON
N WO

2
-1
5

o8}
\ g
p>S
+
w
"
I i
bt e ped
Y =)
lk—-‘Dl\)
+
fd b 1
- N O
!
S -0
W
X
[OYNT

3x3 3x3

b) By, 3 - a4 Nem végezhetd el, mivelakét matrix nem azonos
tipusd.
c) 3 1 0 2 1 00 3/6 0 32
FA-LB=%-1 1 0| -1,5{1 2-1|= |3/ 3/4 0 | -
'L_l 1 lJ L? 1 4 lu}/4 5/4 3/§J

1,5 0 0 . |-3/4 O 3/2
- 11,5 3 -1,50 =| -9/4 =9/4 3/2
4,5 1 -15/4 =3/4 -21/4
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d) o[ (A+B) -3 (A+ J“B) = 1,5A+1,58-2A-2:3 B = 1,5A-2A+1,58 - 2 B -

..0’
= 1,5A-2A = -0,5A = | 0,
-0,

(V2R BV, |

0
- 0,
-0

)

OO

5
5-10,5

e) 0L63X4 —ZLABXB nem végezhetd el, mivel a két mdtrix nem azonos ti-
pusu.

6.3. Legyenek adottak az aldbbi vektorok és mdtrixok:

2 1 1 ! 3 ]
é_ = _.l ; _tl = O 5 _C. = l H g = —3 5 a = 2 H f = 1
) ] i
3 O_! u_l “'l 'l
1 2 —-] -8 0 3 6 & 9 8 -7 1 01
Aol 20 - g | 6-2-5 cl22504lD=011
|4 6 BJ 1 4 9 8 0-6 1-2 1-1 0
-6 1 7 1
Végezzik el az aldbbi mliveleteket:
a) 2% d b) b*. a ) df ¢ d) g
e) e+ f £) (2% ble g) a%(be) h) de D)
i) A+ B 3 C+0 k) ¢-D 1) D¢
m) A(a* d) n (ad®D o) &t Dd p) bSB.c
g) A-D¥ ry 0% A s) g% a¥ t) Bec
Megoldds:

w
s
oo
2
la
]
Mol
!
A
(W
SO
|
N A
H

2:4 + (-1)(-3)+ 3-2 = 17

b) bXa 12 + 0+(-1) + 03 = 2

[}]
l'_.a‘

(an )

o
1

1

’_J

1]

c) 4 -3 +2=3

a
ye
e}
]
=
1
M
LN
- r—-j
t
i
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A _
d) g*-_d_ = E, -2, 2, —1] -3 nem végezhetd el, mert nem egyezik
az elemszdm
1] 3 nem veégezhetd el, mert a sor-oszlop kompozi-
e) e« f= -g 2 cidhoz oszlopvektort oszlopvektorral nem szo-
-1 -1 rozhatunk (kivéve ha mindkettd 1 elem()
/ I 1 2
11
* _ -2 -2 1 _{-4
£) (a b)e-lE,-l,ﬂg >1=275 i

e st

3
4 4 4 24
h) d(e*. £) = [-3 [1_,—2/,2,-;] ‘i ).-. “3 06 (3+2+1) = |-3| .6 =[-18
2 a1 2 2 12

1
1 !
* . : —2 ! ’ P <
g) avb e = [2,—1,3]! g ‘| 2 |} nem vegezhetd el a g3xl- €y SZ0TZ8S
1

i) AR (8 0 73] " 2. 0s710p —
2 0 -2 o

- 6 1-2‘ -5 - - =12

L6 8 o S i
e | : 3 200

-6 1 7 B 1 4 9_J .___,_? ]

4x3 3x3 4x3
A . B = C

' 0
E&,S,B:l -2 4.0 + 6:(-2) + 8+4 = 20

[2,0,-2 -5 2:3 + 0-(-5) - 2.9 = -12
—L9

E—)Zf'a

8+ 26 -4-1=0

|
— O\ O
il
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Hasonldan szdmoljuk ki a tobbi elemet is. A szorzast vegezhetjik
a Falk-féle elrendezés szerint is:

-8 )EO 3 Ebben az elrendezésben jobban
g = 61 21 s l1athatd az a szabdly,miszerint
- az A+B szorzds csak akkor vé-
1] 4479 gezhetd el, ha A-nak annyi
1 2 -4 0 -20 -43 oszlopa van, mint ahdny sora
2 0 -2 |-18 -8 -12 B-nek.
A = . :
476 8’112 [207] s4
-6 1 7 {61l 26 40
3) CBxS' D3X3 nem végezhetd el, mert C-nek 5 oszlopa van és
~ B-nek csak 3 sora
k) c<..'D c egyetlen oszlopvektor, D-nek pedig 3 sora van,
=3x1 “3x3 < , ,
A igy ez sem végezhetd el.
e) 1 01 1 1+0+1 2
D-C = 01 1 1 = 0+1+1) =12
1-1 0 1 0-1+0 0
m) 1 2 -4 4 1 2 -4 17 34 -68
X _ 2 0 -2 31112 0 -2 1 34 0 -34
Aavd) = |y ¢ 3 [2"1’3] 21171 4 6 8| 17| g8 102 136
-6 1 7 -6 1 7 102 17 119
2+4 + 1<3 + 32 = 17
n) (gfgf) D El6szor szédmitsuk ki az g;gf szorzatot. Jegyezziikk meg, hogy
ha ugyanannyi elemi oszlopvektort
& =i, -3, 2]
= szorzunk sorvektorral, annak ered-
2 ] 8 -6 4 ménye egy mdtrix!
a= {-1 -4 3 -2
3 } 12 -9 6
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Ezutdn az (a - g?) 0 szorzatot szintén a Falk-féle elrendezés
szerint szamitjuk ki!

Az egyes elemek kiszamitdsdt le is irjuk:

I T e B

S T T T
L L N L

1 01 Be1-60+4:1 = 12; B8¢0-6.1+4(-1) = -10
0 11 B:1-6:1+4:0 = 2; N
1 -1 0 ~4e143¢0-2¢1 = -6; =4:0+3:1-2(-1) = 5
8 -6 4|12 -10 2 ~40143:1-2-0 = -1;
-4 3-2|-6 5 -1 12¢1-9+6+6:1 = 18; 12:0-9+1+6(-1) = -15
12 -9 6|18 -15 3 12¢1-9-146:0 = 3
o) gf 0D d A két tabldzatot egybeirva:
1 0 1 _§ 1 0 11 &
0 1 1 ) 0 1 1]-3
1 -1 0 1 -1 0] 2
2 -13 15 -4 1 54 1|34 2 -1 305 -4 1]}34
p) b Bic
-8 0 31
6 -2 -5 1
1 4 9l
1 0 0({-8 0 3]-5
DX—
110l 1] 2§
% 011/-1{0f=x
D AD i 1114 0] 2
, |10 1] 1 2 -4 -3 -2 -1 |-¢]
p* =0 1 -1 J 20 -2]0 -2 2|0
L1 0 A= |4 6 812 14 -2 foes 1
-6 1 7011 8 -7/ 2!
1 9 5 |10 {18 -8
u* V¥

A szorzds helyességét sar- illetve 0szlop-0sszeg prdbdval ellen-

Orizzik.
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Sortsszegproba

Adjuk ossze a 0* és az eredmény matrix elemeit soronként. Ekkor tel-
jesilni kell az

A-x =y egyenliségnek.
Részletesen:

[ 2] 2]
M2-el|o] =-s - [s,6,8]|0]= 2

L2, | 2.

[ 2] [27
[2,0,-2} 0] = o [:6,l;ﬂ 0=z

LZ.L LZ.

IOSzlopdsszeg proba
Adjuk Ossze az A es az eredmény madtrix elemeit oszloponként. Ekkor
teljesilni kell az

gf 0¥ = Xf' egyenléségnek.
Részletesen:
1] 0
[1,9,9| o] = 10 [1,9,9] 1] = 18
| 1) 1
rl.
[1,9,9}-1] = -8
| 0.
» . L )
r) C™ A CBxS ezért C5x3 A4x3

Mivel Cx.oszlopainak szdma (3) nem egyezik meg az A sorainak széma-
. . ¥ . P -
val (4), ezért a CSx} A4x3 szorzas nem végezhetd el.

® N
S>.83x3 A3x4
-8 61| 1 2 4-6
B =| 0-24 =120 6 1
3 -59 -4 -2 8 7 1 2 4 -4
2 0 6 1
-4 -2 8 7
-8 6 1{ 0-18 12 61
0-2 4}-20 -8 20 26
3-5 9|-43 -12 54 40
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6.4. Legyenek adottak az aldbbi vektorok:

[1 2 3 2 4 7
a = 4 Q: 0 c = 3 d:—_—l X = 9 y = 1
-1 5 4 0 11

Vélaszol jurk az aldbbi kérdésekre:

a) Linedrisan fiiggetlenek-e az g, g, d vektorok?

b) Linedrisan fiiggetlenek-e az g, b, c, vektorok?

c) Memnyi az a, b, C, Eivektorrendszer ragnja?

d) El164llithaté-e az x vektor az a, ¢, d vektorok linedris
kombindcidjaként?

e) Eldéllithatd-e az x vektor az a, b, c_ vektorok linedris kombi-
nécisjaként?

f) E16dllithatd-e az Yy vektor az a, c, 9_ vektorok linedris

—

kombindcidjakeént?

Megoldds : 4
A kérdéseket a bdzistranszformdcid segitsegével valaszoljuk meg.

a) ¢ d c 4 d
ag | 3 2 30002 -1

g | 4 3 A 9. -9 0

cg |-l 3 s || B] s 1

Az utolsd tdbldzatbol leolvashatd, togy d = -a+¢c , tehdt a g
vektor  el6allithaté az a  illetve ¢ vektorok linedris
kombindcidjaként, tehdt nem flggetlenek. Ez abbdl latszik, hogy nem
vonhatd be a bdzisba mindhdrom vektor.

b) 8 b ¢ ol g o
a g @ 2 3 2 3 3/5
cgh e oo 3 |le o B3
bog -1 3 3 |[E] s 6/5

Mindhdrom vektor bevonhatdé a bdzisba, ezért fiiggetlenek.



- 64 -

c) Vektorrendszer rangja=a bdzisba bevonhatd vektorok darabszéma:

a b ¢ d s o d 2 4 13
b g |1 2 3 2 (|3 3 ||-3/2 32 || o
c g |4 O -1 /3 0 -1/2|] 43 -1/33) 1
d g -1 3 3 4 ||-5 3 5 (-1/2 /g -1
Tehdt az a, b, ¢, d vektorrendszer rangja 3.
d) a ¢ dixfie g x d | x
a g 3002 4413 2 |4 -1 2
g |4 3 -1 9|9 -9 (T 0 |-l
c g (L3 4o (|[[E] 6 |+ 4/6

Lathatd, hogy x = 2a - 8+ C., tehat x em dllithatd el6 az a, g,

d vektorok linedris kombindcidjakeént.

——

e) & b ¢ ix Jla c jx lla |x||lx
cg |l 2 3|4 5/3 [A]] 4 5/3 | 4 ||-1
a g4 0 3|9 4 309 k= (-3 3
g (-t B 3]0 (-3 1o |l-2 [l
Tehat x = 3a + 2b - ¢, azaz x elGdllithat6 az a, fp, c_ vektorok
linedris kombindcidjaként.
£) 2 ¢ 41y lle ¢ 1y g |y
a g (O 3 2 7 3 2 7 -1 | -2
g4 3 -l 1 (-9 -9 [|-27 0 0
c g |-l 3 4 ju |Ife] s |18
Tehdt y = -2a + 3¢, azaz y elBallithatd az a, ¢, d vektorok

linedris kombinacicdjakeént.
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6.5. 01djuk meg az aldbbi linedris egyenletrendszereket:
a) 2xl + Xp + X = 6 b) 2xl + Xy + 3x3 = 12
3xl = Xo + Xy = 3xl - Xo * .’2x3 = 14
—2x1'+ 3x2 + Xq = --2x1 + 3x2 * Xy = 8
c) 2xl Xy Xy = 3 d) Xy Xg o Xg ¥ 2x
3xl - Xo * 2%, = 2 - Xp * X
—2xl —1lx2 + Xq = -13 -5x1 + 3x2 +  Xq + 4x
X - 2x2 - 2x
Megoldas:
a) '
X)X X3 b X1 Xo b Xy bif b
Xo € 2 1 1 3 4 =4 2 —2 -1 3
Xy gz 3 -1 1 2 5 -4 -2 -6 {1 2
Xy B3 | -2 3 4 -2 30 el e | 71
Tehdt egyértelmG megoldds van: xl=2; x2=3; X3 -1.
EllenBrizzik: 2+2+3-1 = 6§
3+2-3-1 =2
—2+2+3+3-1 = &4
b)
Xy Xy Xz 1 B X1 Xz B X3 b
X5 ?‘:l 2 3 112 2 3112 1 28/5
X, # 300-1 2 |4 5116 || 1 |16/5
e; |2 3 1|8 |8 -8l |o |-

Az egyenletrendszernek nincs megoldédsa.
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c) SR X3 b Xy Xo b X b
X3 25 2 1 32 31-5 | -5

X, E 300 -1 21 2 300 -4 ] 3 4

-2 -1l -1 (=13 (-4 -12 |-16 0} o

3

Az egyenletrendszernek végtelen sok megolddsa van, melyek koziil

Xq = 4y x5 = g, X5 = -5 le is olvashatd.

Altaldnos megoldds: X3 -5 -5
=t 41 -3 Xo

*1
=57 -5 0
sl - | 3¢ 1

¥

Ha x, = 1, akkor Xx

x
=W
‘—-———-—-———J
f"

!

azaz x3=0, xlzl.

Megjegyzeés: Homogén egyenletrendszerek eseten:

- nem fordulhat eld, hogy nincs megoldds, hiszen az Xy =X

Ha Xo = 2, akkor X3 5] -10 51
x| = a‘ - 6y = |-2 ) 8787 x3=5, X = -2.
d)
X] o Ko Xg Xy _b_ X% X E Xo %y 3 X, _b_
& -1 11 2312131 2 218440 O 010
g0 -1 [3] ofaflo 4 ojafr of4 |1
g5 3 1 4|8ll-5 4 4|4 [BE) 6136 || 1|6
X gyl 2 0 28 [T] 2 -2p8 |- 2|8 || 0] 4
Altaldnos megoldds van: Xy 10 1
Xo = - 1
Xy 4 0

az

=x_=0

ugynevezett trividlis megoldds mindig megolddsa az egyenletrend-

szernek,
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- b oszlopa a megoldds soran végig csupa 0 értékbdl 311, igy ezt az
oszlopot a tdbldzatba be sem irjuk (legfeljth az utolsd tébléazat
végére irjuk be).

6.6. 0ldjuk meg az aldbbi égyenletrendszereket:

a) 3x1 + 2x2 - &xs + 2x4 =0 b) 2xl + 8><2 - 4x3 - Ax4 = 0
2xl - 4x2 + 5X4 = 2x1 - 4x2 + 8><LL =
3xl + 4x2 + 3x3 + 6x4 =0 Xy = 8x2 + 2x3 +10x4 = 0
Xp* Xp b Xzt X, = 0 X+ Xy = Xz o+ X, = 0
Megoldds
a) X] Xp X3 X, Xo X3 %, X5 X, Xy b
Xy g& 3 2 -4 2 -1 -7 «l. -7 2 143/2 0
X3 8, |2 -4 0 5 ||-6 -2 3 21 |} -21/2 | o
x, €5 |3 4 3 6 o 3| o0 3 3 0
x| 2, L1 1 {11 1y =2 ||z o
Egyértelmien csak a trividlis megoldds van, azaz Xq=X)ZX7X, = 0.
b) X)Xy X+ X Xo X+ Xy Xo Xy b
el 2 8 -4 -4 12 -4 -12 0 0 0
x| -4 0 8 -2 0 4 || -2 4 | 0
83 1 -8 2 10 -6 2 6 0 ) 0
s g, |1 1 -1 1 3 -3 | -3 310

Altalédnos megoldds van: [Xl 0 -2 4%,
X5t = {0 | - -3 3 Xy

b) Feladatok

A megolddsok a  145. oldaltdl taldlhatok.
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6.8.

6.9..

6.10.
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4 -6
-2 _ -1
1
0

o

£ 1o
-5

Végezzik el a fenti vektorokkal az aldbbi mdveleteket:

a) a+b e) a+(b-c)

b) a-b f) 2a-3b

c) a+b~+g g) a-3b~+2c

d (a+c)-b h) 2a+hb+c
2 3 01 -2 3 1 -1 0 1 0 1

A=-1 0 1 1 B=101 -1 -1 C=10 -1 1 O
0 0 2 1 11 -1 0 1 0 0 -1

3x4 x4

Végezzik el a fenti matrixokkal az aldbbi miveleteket:

a) A+ B b) A+ " c) A+B+C

d) 2A-C e) 3A+2B-C £) A+B-2C

SINSE I

Végezzik el a fenti vektorokkal az aldbbi mlveleteket:

OO

‘a) a . c b) & . d c) b .¢c
@ b .e e) ¢ .d £) (*.e) .d
g) a .b h c. (0. d)

—4] [-8 0 3] [ 6 4 9 8 - ]
2| B=| 6 -2 -5 C=l2 2 50 4
1 4

9 -8 0 -6 1 -2

o O N
[@¢)



6.11.

6.12.

6.13.

6.14.
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a) A.B e) A.B. i) & .8 m) (€. B)A®
b) C.B f) B.A.d 3 e . df nNe*.8.e
c) A.C g) A.a k) A%

d B.C h) a .pg 1) AL 8"

Adottak az alabbi a, b, ¢ illetve x vektorok:

1 2 -1 -2
a= |-2 b=13 c = 1 = {-11
3 -5 0 19

a) Linedrisan fiiggetlenek-e az a, b, c vektorok?

b) Kifejezhetd-e az x vektor az a, b, ¢ vektorok linedris kombi-

ndcidjakent?

a) Adott az €15 Bpy B3 harmadrend( egységvektoroxbél alld bdzis,
valamint erre a bdzisra vonatkozdan az a [2 8 f] es a
_f IB 1 91 vektorok. Adjuk meg az a vektor koordindtdit (ele-

meit) az e,, b, 23 bdzisra, majd a b vektor koordindtait az

l?
3, By, B3 bazisra vonatkozoan!

-

b) Az e _1, &, masodrendu egysegvektorok bdzisdra vonatkozoan legyen

[7 ’6] = [‘2, 3] ) 92 = [2, li] . Adiuk meg a k

vvktor elemelt a Cl’ S, vektor bazisdra vonatkozdan!

Kompatibilis-e az aldbbi b vektor az a, ¢, d vektorokkal? Ha igen,
akkor irjuk fel a linedris kombindcidt:

2 1 -2 -12
_b_ = 4 s §_ =13 R 9_ = 3 _d~ = 0
6 5 -8 4
Allapitsuk meg az aldbbi mdtrixck rangjat:
- 3 " _ ~
2 5 4 2 2 -1 6
6 -3
7 -8 1 .]; - -
A = “ + 2 , B = ]
1 1 3 5 La 11 -1‘
2 2 .
L o
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0ldjuk meg az alabbi egyenletrendszerekét:

6.15.

X-y + 2z = -1

b)

X X X X
Mo N

1 I+
MM N N

X X x X

™ o~

+ 0+t o+
NN NN

X X X X

N M

i o+ +

2x +y - 2 =

=19
= -9

0

-X + 2y + z =

N O ™M
+ 0+
< < <t
x x >
+ 0 1+

N ™
—
H 1l i
< < <
X X X
o~
+ 4+
A TA)
x X
! + f
o NN
X X X
o~
+ 1+
— N
X X X
<
N
£~

x X

~ <t

+ o0+
<+ < <t
x

x X X X X
MNny <
+ o+ + o+
A M~
x X x X
NN
o+ o+
N NN NN
X X X x X
(o]
+ 4+ o+ o+ o+
—~t = o = ot
x X X X X
o~ < "
i
N
/M
o o o
nw uH
v Ny N
X X X
o
+ 4+ o+
<+ M
xX X X
[
N A
xX X X
3
+ 0t F
- o~
x X X
N
N
-



